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skyrius 1

Duomenų struktūros

Šiame skyriuje nagrinėsime pagrindines duomenų struktūras, kurių pasitaiko rea-
lizuojant įvairius taikomuosius algoritmus. Tinkamai parinktos duomenų struktūros ne
tik padeda efektyviai realizuoti jau sukurtus algoritmus, bet dažnai yra svarbi algorit-
mo sudarymo dalis. Daugelyje programavimo kalbų vartotojai gali naudoti pagrindinių
duomenų struktūrų klases ir bibliotekas, tačiau rekomenduojame skaitytojams patiems
pabandyti realizuoti šias struktūras. Tai padės geriau suprasti jų savybes ir galimybes.

1.1 Masyvai ir įrašai
Duomenų struktūros realizuojamos labai įvairiai. Kiekvienoje programavimo kalboje

apibrėžiami pagrindiniai duomenų tipai bei veiksmai, kuriuos galime atlikti su tokiais
duomenimis. Pavyzdžiui, C kalboje turime int, float, double ir kitus bazinius duomenų
tipus. Kitos, sudėtingesnės, duomenų struktūros yra realizuojamos naudojant pagrindi-
nius duomenų tipus ir jau sukurtas duomenų struktūras. Kai kurios iš šių struktūrų vėl
yra įtrauktos į programavimo kalbų standartus, kitos yra realizuojamos klasių, paprog-
ramių forma.

Kiekvienai duomenų struktūrai reikia nurodyti, kaip vykdomos svarbiausios opera-
cijos:

• duomenų struktūros egzemplioriaus sukūrimas ir jo pradinių reikšmių suteikimas
(C++ kalboje tai atlieka klasės konstruktorius),

• duomenų struktūros elementų išrinkimas (elemento reikšmės skaitymas arba mo-
difikavimas),

• naujų elementų įterpimas ir senų elementų pašalinimas,

• duomenų struktūros konkretaus egzemplioriaus sunaikinimas, kai jis daugiau ne-
bereikalingas (C++ kalboje tai atlieka klasės destruktorius).

1.1.1 Masyvai

Praktiškai visose procedūrinėse programavimo kalbose vartotojas turi galimybę
apibrėžti elementarią duomenų struktūrą – masyvą. Svarbiausios masyvo savybės yra
šios:

• visi masyvo elementai yra to pačio tipo,

• masyvo elementų skaičius yra fiksuotas ir jo negalima pakeisti, o elementai kom-
piuterio atmintyje pateikiami nuosekliai viename ištisiniame segmente,

• masyvo elementus išrenkame tiesiogiai, naudodami indeksus.

Masyvai gali būti vienmačiai, dvimačiai ir didesnės dimensijos. Čia būtina atsimin-
ti, kad kompiuterio atmintyje visi masyvai saugomi vienmatėje atminties struktūroje,
o masyvo dimensijų skaičius yra tik elemento adreso vaizdavimo funkcija, leidžianti su-
kurti virtualų daugiamatį objektą (žr. 1.1 paveikslą, kuriame pavaizduoti vienmatis ir
dvimatis masyvai bei parodyta, kaip dvimačio masyvo elementai išdėstomi kompiuterio
atmintyje).

A(0) A(1) A(2) A(3) A(4)

B(2,0) B(2,1) B(2,2) B(2,3)

B(1,0) B(1,1) B(1,2) B(1,3)

B(0,0) B(0,1) B(0,2) B(0,3)

a) b)

B(0,0) B(0,1) B(0,2) B(0,3) B(1,0) B(1,1) B(1,2) B(1,3) B(2,0) B(2,1) B(2,2) B(2,3)

c)

1.1 pav.: Masyvų pavyzdžiai: a) vienmatis masyvas A, b) dvimatis masyvas B, c) dvi-
mačio masyvo B elementų saugojimas kompiuterio atmintyje

Dažnai taikome dar vieną daugiamačių masyvų realizavimo būdą. Nagrinėkime dvi-
matį masyvą. Iš pradžių išskiriame vienmatį eilučių rodyklių masyvą, o paskui kiekvieną
dvimačio masyvo eilutę formuojame kaip vienmatį vektorių. Tokio masyvo pagrindiniai
privalumai yra šie:

1. Skirtingose eilutėse gali būti nevienodas elementų skaičius.

2. Kadangi kiekvienai eilutei atmintis išskiriama atskirai, tai kompiuterio atmintyje
reikia rasti trumpesnius vientisus atminties segmentus.

Dvimačio masyvo pavyzdys pateiktas 1.2 paveiksle.
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1.2 pav.: Sudėtingesni masyvai: a) eilučių rodyklių masyvas, b) dvimatis masyvas

1.1.2 Įrašai

Masyvą sudaro vieno tipo elementai. Tačiau dažnai tenka surinkti įvairią informaci-
ją, apibūdinančią vieną objektą. Tada patogu visus duomenis saugoti vienoje duomenų
struktūroje. Pavyzdžiui, universiteto studentą apibūdina jo asmens kodas, vardas, pa-
vardė, lytis, fakultetas, kuriame jis studijuoja, kursas, pasirinktos studijų programos
pavadinimas, išlaikytų egzaminų rezultatai.

Tokią informaciją saugome specialioje duomenų struktūroje, kurią vadiname įrašu
(angl. record), o kiekvieną įrašo dalį vadiname jo lauku (angl. field). Tarkime, turime
n laukų d1, d2, . . . , dn, kurių elementai yra iš aibių E1, E2, . . . , En. Tada įrašas yra
vektorius

X = (x1, x2, . . . , xn ), xj ∈ Ej , j = 1, 2, . . . , n .

Kai norime perskaityti ar pakeisti tik vieno lauko reikšmę, nurodome šio lauko adresą.
Jis apskaičiuojamas panašiai kaip ir masyvo atveju, tik reikia atsižvelgti į tai, kad įrašo
laukų ilgiai gali būti skirtingi. Visada galime išskirti atskirus įrašo laukus, pavyzdžiui,
x3 = X.d3.

C kalboje įrašą realizuoja duomenų tipas struct. C++ kalboje apibrėžiamas klasės
duomenų tipas, suteikiantis galimybę nurodyti atskirų laukų prioritetus: kai kuriuos
laukus (private) gali modifikuoti tik šios klasės metodai, kiti laukai (protected) yra pa-
siekiami ir klasės palikuonims, o dalis laukų (public) yra pasiekiami laisvai. Panaši
hierarchija galioja ir klasės metodams.

Pažymėtina, kad masyvai ir įrašai gali būti naudojami vienas kito apibrėžime. Pa-
vyzdžiui, nagrinėkime įrašą, apibrėžiantį vieną atskirą detalę (čia naudojame C kalbos
sintaksę):

struct task {
int id;
double center[3];
double radius;

}

kuris gali būti panaudotas algoritme, modeliuojančiame dvylikos skirtingų detalių gamybą

struct task[12];

1.2 Tiesinis sąrašas
Masyvai yra efektyvi duomenų struktūra, kai duomenų skaičius žinomas iš anksto

ir mažai keičiasi sprendžiant uždavinį. Tada vartotojui svarbiausia masyvo savybė, kad
bet kurį jo elementą galime išrinkti naudodami elemento indeksą, ir išrinkimo laikas
nepriklauso nuo indekso reikšmės. Masyvo elementams saugoti kompiuteryje išskiriame
fiksuotos apimties atmintį, ir jis pateikiamas viename atminties segmente.

Tačiau dažnai sprendžiame ir kitokius uždavinius, kuriems būdingos tokios savybės:

• didžiausias saugomų duomenų skaičius nėra iš anksto žinomas,

• elementų skaičius smarkiai kinta sprendžiant uždavinį,

• nauji elementai gali būti įterpiami ne tik į aibės pabaigą, bet ir į bet kurią kitą
vietą,

• dažnai tenka šalinti elementus, esančius įvairiose aibės vietose.

Tokio uždavinio pavyzdžiu yra bibliotekoje saugomų knygų sąrašas: biblioteka gauna
naujų knygų, o skaitytojai pasirenka tiek naujai išleistas, tiek senesnes knygas, kai kurios
knygos nurašomos, ir biblioteka jų daugiau nesaugo. Norėdami lengvai rasti reikalingas
knygas, jas rūšiuojame pagal autoriaus pavardę. Tarkime, kad knygų sąrašą saugosime
masyve. Tada šio masyvo ilgis turi būti gana didelis, kad galėtume ilgai naudoti šį
sąrašą. Tačiau pradžioje, kol bibliotekoje yra nedaug knygų, toks didelis masyvas
yra nereikalingas, todėl rezervuota kompiuterio atmintis bus naudojama neveiksmingai.
Tarkime, kad knygų sąrašo ilgis yra 10 000 knygų, o biblioteka gavo naują Jono Avyžiaus
romaną. Jį reikia įrašyti į 214 sąrašo vietą, todėl teks perstumti 99 786 įrašus, o tai tikrai
ilgai trunkanti operacija. Panaši situacija susidarys ir tada, kai teks pašalinti iš sąrašo
pradžios vieną iš knygų.

Tokiais atvejais naudojamos lankstesnės dinaminės duomenų struktūros.

1.2.1 Vienakryptis tiesinis sąrašas

T T T T NULL

L

a) b)

1.3 pav.: Vienakryptis tiesinis sąrašas: a) atskiras sąrašo elementas, b) tiesinis sąrašas,
sudarytas iš trijų elementų

Pirmiausia apibrėžiame vieną atskirą elementą (angl. node), kurį sudaro informacinė
dalis data (ją patogu realizuoti kaip T tipo įrašą) ir rodyklė, rodanti į elemento tipo
objektą (žr. 1.3 a paveikslą):

struct node{
T data;
node* next;

}

Tada tiesinis vienakryptis sąrašas (angl. linked list) – tai pradžios rodyklė ir rodyklėmis
susietų elementų seka. Paskutinio elemento rodyklė rodo į tuščią elementą, tai ir yra
sąrašo pabaigos požymis (žr. 1.3 b paveikslą). Pavyzdžiui, C++ kalboje tuščia rodyklė
žymima NULL.

Aptarsime svarbiausias tiesinio sąrašo savybes:

• tiesinis sąrašas yra sukuriamas apibrėžus rodyklę, kuri rodo į sąrašo pabaigą,

• bet kuriuo momentu jam skiriame tik tiek atminties, kiek reikia sąrašo elementams
saugoti,

• kompiuterio atmintyje sąrašo elementai gali būti saugomi bet kurioje vietoje, o
gretimi sąrašo elementai nebūtinai saugomi gretimose atminties ląstelėse,

• į tiesinį sąrašą galime efektyviai įterpti naujus ir šalinti nereikalingus elementus,

• bet kuris sąrašo elementas yra pasiekiamas tik iš sąrašo pradžios, paeiliui perėjus
visus prieš jį esančius elementus.

1.2.2 Pagrindiniai vienakrypčio sąrašo veiksmai

Kaip ir kievienos duomenų struktūros atveju reikia realizuoti procedūras (metodus),
leidžiančias atlikti pagrindinius veiksmus: sudaryti naują sąrašą, atlikti elemento paiešką,
įrašyti naują bei pašalinti jau egzistuojantį elementą.

Naujo sąrašo sudarymas. Sakykime, kad duomenys yra masyve A (dažniausiai
duomenis skaitome iš rinkmenos) ir juos reikia perkelti į tiesinį vienakryptį sąrašą.
Patogiausia naują elementą įrašyti į sąrašo pradžią. Kiekvienu ciklo žingsniu pirmiausia
sukuriame naują elementą ir į jį užrašome reikalingą informaciją, paskui šį elementą
prijungiame prie sąrašo.

constructList(node* listStart, T *A, int N){
node *n;
listStart = NULL;
for (i=0; i<N; i++){

n = new node; // Naujas elementas
n->data = A[i];
n->next = listStart;
listStart = n;

}
}

Šiuo algoritmu sukurtame sąraše elementai saugomi atvirkščia duomenų skaitymui tvarka.
1.4 paveiksle pavaizduotas vienakrypčio sąrašo formavimas, kai pradiniai duomenys buvo
saugomi masyve.

7 13 5 22 28A

a)

28 22 5 NULL
L

13 7

b)

1.4 pav.: a) Pradinių duomenų masyvas, b) vienakryptis tiesinis sąrašas, į kurį perkelti
masyvo duomenys

Elemento paieška. Tarkime, reikia patikrinti, ar tiesiniame sąraše L yra saugomas
įrašas, kurio informacinis laukas d lygus t. Paiešką pradedame nuo sąrašo pradžios ir
paeiliui tikriname visus sąrašo elementus, kol randame ieškomą įrašą arba pasiekiame
sąrašo pabaigą.

node* find(node* listStart, int t) {
node *n;
n = listStart;
while ( n != NULL && (n->data).d != t )

n = n->next;
return (n);

}

Jeigu sąraše yra N elementų, tai blogiausiu atveju teks patikrinti visus elementus. Kai
tikriname daug įrašų, tada vidutinis paieškos ilgis N

2 . Šis įvertis mažai keičiasi net ir
tada, kai duomenys jau surūšiuoti.

Nagrinėdami efektyvius paieškos algoritmus, įsitikinsime, kad surūšiuotoje aibėje
paieškos sudėtingumas net ir blogiausiu atveju yra tik logN . Aišku, kad, realizuodami
šiuos algoritmus, naudosime kitas duomenų struktūras.

T v T NULL

L

e

a)

T v T NULL

L

e

b)

1.5 pav.: Naujo elemento įterpimas į tiesinį sąrašą: a) sąrašas prieš elemento e įterpimą,
b) tiesinis sąrašas įterpus elementą

Naujo elemento įtraukimas. Šis veiksmas įrašo naują elementą į nurodytą tiesi-
nio sąrašo vietą. Tai gali būti sąrašo pradžia, pabaiga arba vieta, kurią suradome,
vykdydami paieškos algoritmą. Jeigu reikia įrašyti elementą e į sąrašo pabaigą, ir
nesaugome nuorodos į paskutinį jo elementą, tai pirmiausia surandame šį elementą,
o paskui įtraukiame naująjį.

InsertRear(node* listStart, node* e){
node *n;
n = listStart; e->next = NULL;
if ( n != NULL )

while ( n->next != NULL )
n = n->next;

n->next = e;
}

Ieškodami paskutinio sąrašo elemento, patikriname visus jo elementus. Tačiau, skir-
tingai nuo įterpimo į masyvą, nereikia keisti elementų vietomis, todėl pats įterpimo
veiksmas yra labai efektyvus.

Nesunku įterpti elementą e po elemento v, užtenka tik pakeisti dviejų rodyklių
reikšmes (žr. 1.5 paveikslą).

InsertAfter(node* v, node* e) {
e->next = v->next;
v->next = e;

}

Sudėtingiau įterpti naują elementą e prieš vienakrypčio tiesinio sąrašo elementą v.
Taip yra todėl, kad, žinodami v adresą, negalime pasiekti prieš tai esančio elemento.
Pateiksime du tokio veiksmo algoritmus.

Pirmajame algoritme iš pradžių e įterpiame po elemento v, o paskui sukeičiame šių
elementų informacines dalis (žr. 1.6 paveikslą).

InsertBefore(node* v, node* e) {
InsertAfter(v, e);
T tmp = v->T;
v->T = e->T;
e->T = tmp;

}

T v T NULL

L

e

a)

T v T NULL

L

e
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T e T NULL

L

v

c)

1.6 pav.: Elemento įterpimas prieš duotąjį sąrašo elementą: a) tiesinis sąrašas prieš naujo
elemento įterpimą, b) elemento e įterpimas po v, c) tiesinis sąrašas po informacinių dalių
sukeitimo vietomis

Antrajame algoritme visą sąrašą tikriname nuo pradžios ir saugome prieš tai buvusio
elemento adresą. Tada, suradę elementą v, galime panaudoti įterpimo po elemento
veiksmą.

InsertBefore2(node* listStart, node* v, node* e) {
node *previuos;
previous = listStart;
while ( previuos->next != v )

previuos = previous->next;
InsertAfter(v, previuos);

}

Elementą e nesunku įterpti prieš kitą elementą v ir tada, kai turime dvikryptį sąrašą,
kurio kiekvienas elementas turi dvi rodykles: pirmoji rodyklė nukreipta į kitą sąrašo
elemetą, o antroji – į prieš tai įrašytą elementą.

Elemento šalinimas iš tiesinio sąrašo. Kaip ir įterpiant elementą, nesunku pašalin-
ti iš sąrašo elementą, įrašytą po duotojo elemento v. Patikriname, ar v nėra paskutinis
elementas, o paskui pakeičiame dviejų rodyklių reikšmes, atkabiname reikalingą elementą
ir išlaisviname jam išskirtą kompiuterio atmintį (žr. 1.7 paveikslą).

T v T NULL

L

e

a)
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1.7 pav.: Elemento šalinimas iš tiesinio sąrašo: a) tiesinis sąrašas prieš šalinant elementą,
b) tiesinis sąrašas, pašalinus elementą e

DeleteAfter(node* v) {
if ( v->next != NULL){

node *e = v->next;
v->next = e->next;
delete e;

}
}

Daug sunkiau iš vienakrypčio sąrašo pašalintį patį elementą v, nes nežinome, koks
elementas yra įrašytas prieš jį. Jeigu nenorime tikrinti visų sąrašo elementų nuo pradžios,
kol rasime v ir pakeliui įsiminsime prieš tai stovinčio elemento adresą, galime naudoti tokį
algoritmą. Jeigu elementas v yra sąrašo viduryje, tai kopijuojame informaciją iš po jo
einančio elemento e ir pašaliname e. Specialūs veiksmai atliekami, kai v yra pirmasis ar
paskutinis sąrašo elementas. Pirmuoju atveju sąrašo pradžios rodyklę nukreipiame į po
v einantį elementą. Sąrašo pabaigoje esantį elementą šaliname neefektyviu pagrindiniu
algoritmu, t. y. tikriname visą sąrašą ir randame prieš v įrašytą elementą.

DeleteAt(node* v) {
if ( v != NULL)

node *e;
if ( v == listStart ){ // Pirmas elementas

listStart = v->next;
delete v;

}else{
if (v->next == NULL){ // Paskutinis elementas

e = listStart;
while ( e->next != v )

e = e->next;
e->next = NULL;
delete v;

}else{ // Vidurinis elementas
e = v->next
v->data = e->data;
v->next = e->next;
delete e;

}
}

}

T T T
NULL
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NULL
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1.8 pav.: Dvikryptis tiesinis sąrašas: a) atskiras sąrašo elementas, b) dvikryptis tiesinis
sąrašas, sudarytas iš dviejų elementų

1.2.3 Dvikryptis tiesinis sąrašas

Daugelis tiesinio sąrašo veiksmų būtų efektyvesni, jei žinotume ne tik kito, bet ir prieš
tai įrašyto elemento adresus. Todėl apibrėžiame dvikryptį tiesinį sąrašą, kurio kiekvienas
elementas turi dvi rodykles: pirmoji rodyklė nukreipta į kitą sąrašo elementą, o antroji
rodo į prieš jį įrašytą elementą.

Pirmiausia apibrėžiame vieną atskirą elementą, kurį sudaro informacinė dalis data
(tai T tipo struktūra) ir dvi rodyklės (žr. 1.8 a paveikslą):

struct node{
T data;
node* next;
node* previous;

}

Tada tiesinis dvikryptis sąrašas – tai pradžios ir pabaigos rodyklės (pažymėkime
jas listStart, listEnd) ir rodyklėmis susietų elementų seka. Pirmojo elemento previous
rodyklė ir paskutinio elemento next rodyklė rodo į tuščią elementą, tai ir yra sąrašo
pradžios bei pabaigos požymiai (žr. 1.8 b paveikslą).

Parodysime, kaip realizuojami kai kurie dvikrypčio tiesinio sąrašo veiksmai. Pirmiausia
reikia suformuoti sąrašą. Tarsime, kad naujas elementas yra įterpiamas į sąrašo pradžią.

constructList(T *A, int N) {
node *listStart, *listEnd, *n;
listStart = NULL; listEnd = NULL;
for (i=0; i<N; i++){

n = new node; // Naujas elementas
n->data = A[i];
n->next = listStart;
n->previous = NULL;
if ( i == 0 ) // Pirmas elementas

listEnd = n;
else

listStart->previous = n;
listStart = n;

}
}

Iš dvikrypčio sąrašo pašalinti elementą yra kur kas paprasčiau nei iš vienakrypčio
tiesinio sąrašo. Tarkime reikia pašalintį patį elementą v. Dabar jau nereikia kopijuoti
informacijos iš vieno elemento į kitą ir nei vienu atveju neperžiūrime sąrašo elementų nuo
pradžios, kol surandame duotąjį elementą v. Algoritme išskiriame tris specialius atvejus,
kai šaliname vienintelį, pirmąjį arba paskutinį sąrašo elementus. Tokio tikrinimo galime
išvengti, jei, formuodami sąrašą, sukursime tuščius pirmąjį ir paskutinį sąrašo elementus.
Tada šalinti teks tik vidurinius elementus.

DeleteAt(node* v, node* listStart, node* listEnd) {
if ( v != NULL){

if ( v == listStart ){ // Pirmas elementas
listStart = v->next;
if ( v->next == NULL ) // Vienintelis el.

listEnd = NULL;
else

v->next->previous = NULL;
}else

if (v->next == NULL){ // Paskutinis elementas
listEnd = v->previous;
v->previous->next = NULL;

}else{ // Vidurinis elementas
v->previous->next = v->next;
v->next->previous = v->previous;

}
delete v;

}
}

1.2.4 Ciklinis sąrašas

Ciklinis sąrašas – tai vienakryptis tiesinis sąrašas, kurio paskutinis elementas yra
gretimas pirmajam. Jis pavaizduotas 1.9 paveiksle.

T T T
L

1.9 pav.: Ciklinis tiesinis sąrašas

Tokia duomenų struktūra, pavyzdžiui, patogi aprašant žiediniu maršrutu judančio
autobuso sustojimų aibę. Tada, baigus visą ratą, vėl bus skelbiamas pirmosios stotelės
pavadinimas.

Ciklinio sąrašo paskutinio elemento next rodyklė sutampa su sąrašo pradžios rodykle,
tai ir yra sąrašo pabaigos požymis. Realizuodami ciklinio sąrašo veiksmus, turime
neužmiršti, kad paskutinis jo elementas rodo pirmąjį sąrašo elementą.

Nagrinėkime procedūrą, kuria elementą e įterpiame į ciklinio sąrašo pradžią.

InsertFront(node* e) {
if ( listStart == NULL){ // Pirmas elementas

e->next = e;
}else{

e->next = listStart;
node* n;
n = e->next;
while ( n->next != listStart )

n = n->next;
n->next = e;

}
listStart = e;

}

Parodysime, kaip ciklinis sąrašas efektyviai naudojamas vieno loginio žaidimo algoritmo
realizacijoje [32].

1.1 pavyzdys. Kuris vaikas bus pasirinktas paskutinis? Tarkime, kad
N vaikų sustoja ratu, jie atsitiktinai pasirenka skaičių m ir vaiką, nuo kurio bus
pradėta skaičiuotė. Tada laikrodžio judėjimo kryptimi suskaičiuojamas m-tasis
vaikas, kuris palieka ratą. Skaičiuotė tęsiama nuo kito vaiko tol, kol lieka vienas
laimėtojas.

Pavyzdžiui, tarkime, kad žaidžia penki vaikaiA,B,C,D,E ir pasirinktas skaičius
m = 4. Skaičiuoti pradedame nuo C, tada pirmasis ratą palieka A. Toliau
skaičiuosime nuo B, ir iš žaidimo iškrinta E. Lieka trys vaikai B,C,D, vėl
skaičiuojame nuoB, kuris ir palieka ratą. Paskutinėje dvikovoje skaičiuoti pradedame
nuo C, o pralaimi D.

1.10 paveiksle pateiktas žaidimo algoritmas, kai informaciją apie žaidėjus sau-
gome cikliniame sąraše.

T gameLast(int m, T startPlayer){
node *n, *e;
n = listStart;
while ( n->data != startPlayer )

n = n->next;
while ( listStart->next != listStart ){

for (int i=1; i<m; i++)
n = n->next;

e = n; // Iškrenta is rato
n = n->next; // Pradėti skaičiuoti
deleteAt(e);

}
return (n->data);

}

1.10 pav.: Žaidimo algoritmas

1.3 Paprasčiausios tiesinės duomenų struktūros
Šiame skyriuje susipažinsime su naudingomis duomenų struktūromis, kurias gauname

iš vienakrypčio tiesinio sąrašo apribodami jo veiksmų galimybes. Atkreipsime skaitytojų
dėmesį į tokį faktą: naujosios duomenų struktūros yra efektyvios ne todėl, kad išplečiame
tiesinio sąrašo galimybes (vėliau įsitikinsime, kad ir šis kelias labai produktyvus), bet,
atvirkčiai, pasinaudosime griežčiau apibrėžtomis jų veiksmų savybėmis.

1.3.1 Dėklas

Dėklas (angl. stack) yra labai dažnai naudojama duomenų struktūra. Ją apibū-
dina principas "paskutinis įeina, pirmasis išeina" (angl. LIFO – Last In, First Out).
Elementai įrašomi ir šalinami iš sąrašo pradžios.

Tokią taisyklę dažnai taikome buityje. Pavyzdžiui, pažvelkime į padėklų krūvą
valgykloje: padėklas, kuris paskutinis padedamas ant viršaus, bus paimtas pirmas, o
apatinis padėklas, kuris buvo padėtas pirmas, bus paimtas paskutinis.

Kaip ir kitoms duomenų struktūroms, turime apibrėžti tokius dėklo veiksmus:

• sukurti tuščią dėklą;

• įterpti elementą į dėklą;

• patikrinti, ar dėklas yra tuščias;

• perskaityti pirmojo elemento reikšmę;

• išimti pirmąjį elementą iš dėklo;

Atsižvelgiant į dėklo realizavimo būdą, prieš įterpiant naują elementą, gali tekti patikrinti,
ar dėklas nėra pilnas. Nagrinėsime du dėklo realizavimo būdus.

Dėklo realizacija masyve

Dėklą apibrėžiame naudodami įrašo duomenų struktūrą: jį sudaro du laukai –
elementų masyvas ir dėklo viršūnės rodyklė.

struct stack{
T data[N];
int top=0;

}

Kadangi masyvo dydis yra fiksuotas, tai tokiame dėkle galėsime saugoti ne daugiau neiN
elementų. Tačiau tokia situacija yra būdinga daugeliui taikomųjų uždavinių, aprašomų
dėklo duomenų struktūra. Pavyzdžiui, padėklai saugomi stove, kuriame galime padėti
tik numatytą jų skaičių, į pistoleto apkabą taip pat galime įdėti tik tam tikrą šovinių
skaičių.

Tuščiame dėkle viršūnės rodyklė top yra lygi nuliui. Dėklas yra pilnas, jei top = N .

Elementas įterpiamas į dėklą tokia procedūra:

push(T e){
if (top < N){

data[top] = e;
top += 1;

}
}

Šioje realizacijoje nieko nedarome, jei dėklas jau pilnas. Todėl vartotojas turi pats
pasirūpinti dėklo pilnumo sąlygos tikrinimu:

int stackFull(){
int full = 0;
if (top == N)

full = 1;
return (full);
}

1.11 paveiksle pavaizduotas dėklas, į kurį įterpiamos raidės A, S, U , o paskui raidė
U pašalinama.
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1.11 pav.: Dėklo realizavimas masyve: a) tuščias masyvas, b) push(A), c) push(S),
d) push(U), e) pop()

Elementas išimamas iš dėklo atliekant pop() procedūrą:

T pop(){
if (top > 0){

top -= 1;
return (data[top]);

}
}

Vėl netikriname, ar dėklas yra tuščias, tai atlieka kita procedūra:

int stackEmpty(){
int empty = 0;
if (top == 0)

empty = 1;
return (empty);
}

Procedūra readTop tik perskaito viršutinio elemento reikšmę, bet jo neišima iš dėklo:

T readTop(){
if (top > 0)

return (data[top-1]);
}

Dėklo realizacija dinaminiame sąraše

Naudodami tiesinį dinaminį sąrašą, galime saugoti bet kokio ilgio dėklą, visada bus
išskirta tik tiek kompiuterio atminties, kiek yra elementų. Įterpimo į dėklą veiksmą push
vykdo tiesinio sąrašo procedūra insertFront, o elementas šalinamas iš dėklo naudojant
deleteFront veiksmą. Kaip pavyzdį pateiksime push procedūrą:

push(T e) {
node *v;
v = new node;
v->data = e;
if ( listStart == NULL) // Pirmas elementas

v->next = NULL ;
else

v->next = listStart->next;
listStart = v;

}

Kaip matome, dėklo duomenų struktūra gali būti realizuota keliais būdais. Tokio-
je situacijoje labai patogu naudoti objektinio programavimo technologiją, pvz., sukur-
ti C++ dėklo klasę. Šios klasės vartotojas gali nežinoti, kokį dėklą jis naudoja. Jo
programos veikimo teisingumas (bet ne efektyvumas) nepriklauso nuo dėklo realizavimo
būdo.

1.3.2 Dėklo taikymas

Dėklai labai plačiai naudojami įvairiems algoritmams realizuoti, informatikoje,
kompiuterių programoms vykdyti. Pavyzdžiui, iš programos teksto sudaromas vykdomųjų
komandų dėklas.

Šiame poskyryje susipažinsime su trijų uždavinių sprendimu: rekursijos algorit-
mų realizavimu, aritmetinių išraiškų atvaizdavimu postfix forma ir šia forma užrašytų
aritmetinių išraiškų skaitinės reikšmės skaičiavimu.

Aritmetinės išraiškos vaizdavimas postfix forma

Dviejų skaičių a ir b sumą dažniausiai žymime a + b. Toks užrašas yra vadinamas
aritmetinės išraiškos infix forma. Čia aritmetinis veiksmas užrašomas tarp dviejų operandų.

Kalkuliatoriuose aritmetinės išraiškos užrašomos prefix forma, kai iš pradžių rašomas
aritmetinis veiksmas, o paskui operandai. Sumos prefix forma yra +ab.

Šiuolaikiniuose kompiuteriuose aritmetinės išraiškos vaizduojamos postfix forma, kai
iš pradžių rašomi operandai, o paskui aritmetinis veiksmas. Sumos postfix forma yra
ab+.

Prefix ir postfix formos yra labai patogios, kadangi veiksmų atlikimo eiliškumą apibrėžiame
nenaudodami skliaustų.

1.2 pavyzdys. Aritmetinių išraiškų postfix formos analizė. Nagrinėkime
aritmetinę išraišką a+ b ∗ c. Užrašysime jos postfix formą:

a+ b ∗ c −→ a+ (b ∗ c) −→ a+ (b c ∗)

−→ a (b c ∗)+ −→ a b c ∗ + .

Dabar nagrinėkime kitą aritmetinę išraišką (a+ b) ∗ c. Jos postfix formoje nereikia
skliaustų, kurie buvo būtini infix formos išraiškoje:

(a+ b) ∗ c −→ (a b+) ∗ c −→ (a b+) c ∗ −→ a b + c ∗ .

Priminsime aritmetinių veiksmų prioritetus:

• Aukščiausią prioritetą turi kėlimo laipsniu veiksmas, kurį žymėsime simboliu ∧:

ab = a ∧ b .

Šis veiksmas atliekamas iš dešinės į kairę, ir naujasis laipsnio kėlimas yra aukštesnio
prioriteto veiksmas:

a ∧ b ∧ c = a ∧ (b ∧ c) .

• Žemesnį prioritetą turi daugybos ir dalybos veiksmai. Jų eiliškumo tvarka yra iš
kairės į dešinę:

a ∗ b/c = (a ∗ b)/c .

• Sumavimo ir atimties veiksmų prioritetas yra žemiausias, jų eiliškumo tvarka irgi
iš kairės į dešinę:

a− b+ c = (a− b) + c .

• Skliaustuose esantis reiškinys interpretuojamas kaip vienas operandas ir apskaičiuojamas
prieš kitus veiksmus, t. y. skliaustų prioritetas yra aukštesnis už bet kurią
aritmetinę operaciją.

Dabar pateiksime algoritmą, kuriuo infix formos išraišką konvertuojame į postfix
formą. Jį realizuodami iš esmės remsimės dėklo savybėmis. Pradedame naudoti formalią
algoritmų užrašymo formą, taip pateiktus algoritmus nesunku užrašyti bet kuria programavimo
kalba.

Infix išraiškos užrašymas postfix forma

/* S - dėklas */
Infix2Postfix()
begin
(1) Infix išraišką papildome pradžios ” [ ” ir pabaigos ” ] ” simboliais.
(2) while (FileNonEmpty) do
(3) s = readDataFile();
(4) select case (s):
(5) case ( "[", "(" )
(6) S.Push(s);
(7) case ( s yra operandas )
(8) print(s);
(9) case (∧, *, /, +, − )
(10) h = S.ReadTop();
(11) select case (h):
(12) case ( "[", "(", h ≺ s )
(13) S.Push(s);
(14) case ( s ≺= h )
(15) h = S.Pop();
(16) print(h);
(17) goto 10;

end select case
(18) case ( ")" )
(19) h = S.Pop();
(20) while ( h != "(" ) do
(21) print(h);
(22) h = S.Pop();

end do
(23) case ( "]" )
(24) h = S.Pop();
(25) while ( h != "[" ) do
(26) print(h);
(27) h = S.Pop();

end do
end select case

end do
end Infix2Postfix

1.3 pavyzdys. Infix aritmetinės išraiškos užrašymas postfix forma. Nagrinėkime
infix aritmetinę išraišką a + (b ∗ c + d) ∧ f . Naudodami pateiktąjį algoritmą,
užrašysime jos postfix formą. Iš pradžių šią išraišką papildome pradžios ir pabaigos
požymiais [a+ (b ∗ c+ d) ∧ f ]. Tolesnė skaičiavimo eiga pateikta 1.12 paveiksle.
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1.12 pav.: Aritmetinės išraiškos konvertavimas į postfix formą

Taigi aritmetinės išraiškos a+ (b ∗ c+ d) ∧ f postfix forma yra

abc ∗ d+ f ∧+ .

Postfix formos aritmetinės išraiškos reikšmės skaičiavimas

Dabar sudarysime algoritmą, kuriuo apskaičiuojame aritmetinės išraiškos, užrašytos
postfix forma, reikšmę. Vėl naudosime dėklo duomenų struktūrą. Algoritmo sudarymo
principas paprastas: naujos aritmetinės operacijos operandais yra prieš tai apskaičiuotų
dviejų aritmetinių veiksmų reikšmės.

Postfix išraiškos reikšmės skaičiavimas

PostfixValue (S) /* S – dėklas */
begin
(1) while (FileNonEmpty) do
(2) s = readDataFile();
(3) if (s yra skaičius) then
(4) S.Push(s);

else
(5) b = S.Pop();
(6) a = S.Pop();
(7) c = a op(s) b;
(8) S.Push(c);

end if
end do

end PostfixValue

1.4 pavyzdys. Aritmetinės išraiškos reikšmės skaičiavimas. Raskime
postfix išraiškos 6 3 + 4∗, kuri apibrėžia aritmetinę išraišką (6 + 3) ∗ 4, reikšmę.
Skaičiavimo eiga pateikta 1.13 paveiksle.

Įėjimas Dėklas Reikšmė
6 6

3 6 3

+ 6 + 3 = 9

9

4 9 4

* 9 * 4 = 36
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1.13 pav.: Aritmetinės išraiškos 6 3 + 4 ∗ reikšmės skaičiavimas

1.3.3 Eilė

Kita dažnai naudojama duomenų struktūra yra eilė (angl. queue). Ją apibūdina
principas "kas pirmas įeina, tas pirmas ir išeina" (angl. FIFO - First In, First Out).
Elementai įrašomi į tiesinio sąrašo pradžią, o šalinami iš jo galo.

Eilės taisyklę naudojame ir buityje: taip aptarnaujami klientai daugumoje parduotuvių,
įstaigų. Kartais eilės yra prioritetinės, pavyzdžiui, poliklinikoje pirmiausia aptarnaujami
karščiuojantys ligoniai, po jų ligoniai, turintys lengvatų, ir tik vėliau visi likę pacientai.
Kiekvienos grupės ligoniai vėl sudaro atskiras eiles.

Apibrėžiame tokius eilės veiksmus:

• sukurti tuščią eilę;

• įterpti elementą į eilę;

• patikrinti, ar eilė yra tuščia;

• perskaityti pirmojo elemento reikšmę;

• išimti pirmąjį elementą iš eilės;

Atsižvelgiant į eilės realizavimo būdą, prieš įterpiant naują elementą, gali tekti patikrinti,
ar ji nėra pilna.

Eilės realizacija masyve

Eilę apibrėžiame, naudodami įrašo duomenų struktūrą: ją sudaro trys laukai –
elementų masyvas ir eilės pradžios bei pabaigos rodyklės.

struct queue{
T data[N];
int start = -1;
int end = -1;

}

Pradinės rodyklių reikšmės ir apibrėžia tuščią eilę.
Kadangi masyvo dydis yra fiksuotas, tai tokioje eilėje galėsime saugoti tikN elementų.

Elementai įterpiami į eilės galą, o šalinami iš eilės pradžios, taigi eilė "juda" masyve.
Todėl masyvo galus sujungiame į ciklą, t. y. po data[N-1] vėl eina data[0] elementas.
Todėl naudinga apibrėžti metodus:

int nextIndex(int i){
int j = i+1;
if (j == N)

j = 0;
return (j);
}

int previousIndex(int i){
int j = i-1;
if (j == -1 )

j = N-1;
return (j);
}

Eilės pavyzdys pateiktas 1.14 paveiksle.
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1.14 pav.: Eilės realizavimas masyve: eilės pradžia start=11, eilės pabaiga end=2

Naujo elemento įrašymo į eilę veiksmą žymėsime put(T e). Prieš vykdant šią operaciją,
gali tekti patikrinti, ar eilė jau pilna:

int queueFull(){
int full = 0;
if (nextIndex(end) == start)

full = 1;
return (full);
}

put(T e){
if ( start == -1 ){ // Tuščia eilė

data[0] = e;
start = 0; end = 0;

}else{
end = nextIndex(end);
data[end] = e;

}
}

Elemento išėmimo iš eilės veiksmą žymėsime get(). Prieš vykdant šią operaciją gali
tekti patikrinti, ar eilė yra tuščia:

int queueEmpty(){
int empty = 0;
if ( start == -1 )

empty = 1;
return (empty);
}

T get(){
int e = start;
if ( start == end ){ // Vienas elementas

start = -1; end = -1;
}else

start = previuosIndex(start);

return (data[e]);
}

Eilę galime realizuoti ir vienakrypčiame tiesiniame sąraše. Saugome ne tik sąrašo
pradžios listStart, bet ir pabaigos listEnd rodykles. Tada įterpiant naują elementą,
nereikia ieškoti paskutinio jo elemento ir išvengiama elementų tikrinimo nuo sąrašo
pradžios.

1.3.4 Dvipusė eilė

Dvipusė eilė (angl. deque – double ended queue, dar vadiname deku) yra tokia
duomenų struktūra, į kurią elementai įterpiami ir šalinami iš abiejų eilės galų. Šią
duomenų struktūrą patogu realizuoti dvikrypčiame tiesiniame sąraše, nes reikės ne tik
įterpti naujus elementus į sąrašo galą, bet juos iš ten ir šalinti. O vienakrypčiame
tiesiniame sąraše nežinoma, koks elementas yra priešpaskutinis. Pagrindiniai dvipusės
eilės veiksmai vykdomi naudojant tiesinio sąrašo veiksmus:

InsertFront(node* e),
InsertRear(node* e),
node* DeleteFront(),
node* DeleteRear().

1
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1.4 Dvejetainis medis
Pradedame nagrinėti sudėtingesnes dinamines struktūras, kurios apibrėžia daugiamačius

sąryšius.
Medį galime apibrėžti kaip atskirą bendresnės duomenų struktūros, grafo atvejį – tai

ciklų neturintis orientuotas grafas. Tačiau dabar pateiksime nepriklausomą dvejetainio
medžio apibrėžimą.

Tarkime, turime elementų aibę D. Dvejetainių medžių (angl. binary tree) aibei T
priklauso:

• tuščioji aibė;

• viena viršūnė a ∈ D;

• visos aibės, sudarytos iš viršūnės a ∈ D, sujungtos su rūšiuota pora (L,R), kur
L ir R yra dvejetainiai medžiai (žr. 1.15 a paveikslą). Tada a vadinama medžio
šaknimi, o L ir R – medžio T kairiuoju ir dešiniuoju pomedžiais.

Dvejetainio medžio pavyzdys pateiktas 1.15 b paveiksle.
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1.15 pav.: Dvejetainiai medžiai: a) bendroji schema, b) medžio pavyzdys

Taigi į bet kurią medžio viršūnę, išskyrus šaknį, įeina viena briauna, o išeina ne
daugiau kaip dvi. Jeigu dvi medžio viršūnes galime sujungti keliu, tai šis kelias yra
vienintelis.

Medžio viršūnes žymėsime vj ∈ V . Jei viršūnė vj yra sujungta su kita viršūne vk
briauna ejk = (vj , vk) ∈ E, tai vk vadinama viršūnės vj vaiku, o pati vj – viršūnės vk
tėvu. Viršūnės, kurios neturi vaikų, vadinamos lapais.

Medžio šaknis yra nulinio lygmens viršūnė. Tada k-tojo lygmens viršūnės vaiko
lygmuo yra (k + 1)-tasis. Medžio aukštis yra lygus didžiausiam viršūnės lygmeniui.

Medžio briaunoms gali būti suteiktas svoris, toks medis vadinamas svertiniu. Dvejetainis
medis yra sutvarkytas, kai jo viršūnėms suteikti eilės numeriai.

1.5 pavyzdys. Genealoginis medis. Genealoginiai medžiai sudaromi jau
labai daug metų, jie padeda išaiškinti žmonių giminystės ryšius. Tokia informacija
svarbi, pavyzdžiui, kai siekiame anksti diagnozuoti paveldimas ligas. Genealoginio
medžio pavyzdys pateiktas 1.16 paveiksle. Čia T žymi tėvo viršūnę, M – motiną.
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1.16 pav.: Petro genealoginis medis

Taigi genealoginiame medyje, priešingai nei dvejetainiuose medžiuose, vaikas yra
sujungtas briaunomis su dviem tėvais. Taip pat kiekviena viršūnė būtinai turi du
vaikus (čia nenagrinėjame dirbtinio apvaisinimo ar klonavimo metodų). Viršūnių –
lapų klausimas irgi labai sudėtingas, tai jau žmonių evoliucijos ir didžiojo sprogimo
teorijų problema.

Įdomu pažymėti, kad genealoginiame medyje irgi svarbūs viršūnių lygmenys,
jie netgi turi savo pavadinimus: tėvai, seneliai, proseneliai, proproseneliai ir t. t.
Tačiau tolesnius protėvius visgi patogiau nurodyti naudojant medžio lygmenis,
pvz., penktos kartos proseneliai.

Kitame pavyzdyje parodysime, kaip medyje galime saugoti informaciją apie aritmetinę
išraišką. Vėliau įsitikinsime, kad egzistuoja paprasti medžio viršūnių aplankymo algoritmai,
leidžiantys infix formos išraišką užrašyti prefix ar postfix forma.

Dvejetainio medžio viršūnių aplankymo algoritmai. Reikia aplankyti visas dve-
jetainio medžio viršūnes ir išspausdinti jose saugomus elementus. Tris svarbius algoritmus
gauname naudodami rekursiją. Jeigu medžio viršūnėse užrašyta aritmetinė išraiška, tai
šie algoritmai išspausdins prefix, infix ir postfix išraiškos formas.

Pirmajame algoritme pirmiausia išspausdiname šakninėje viršūnėje saugomą informaciją,
o paskui aplankome kairiąją ir dešiniąją medžio šakas.

Prefix (tiesioginis) algoritmas

Prefix (node* tree)
begin

(1) if ( tree != NULL ) then
(2) print(tree->data);
(3) Prefix (tree->left);
(4) Prefix (tree->right);

end if
end Prefix

Infix, arba vidiniame, algoritme pirmiausia aplankome kairiąją medžio šaką, paskui
spausdiname šaknies informaciją ir galiausiai aplankome dešiniąją šaką.

Infix (vidinis) algoritmas

Infix (node* tree)
begin

(1) if ( tree != NULL ) then
(2) Infix (tree->left);
(3) print(tree->data);
(4) Infix (tree->right);

end if
end Infix

Postfix, arba atvirkštiniame, algoritme pirmiausia aplankome kairiąją medžio šaką,
paskui – dešiniąją šaką ir galiausiai spausdiname šaknies informaciją.

Postfix (atvirkštinis) algoritmas

Postfix (node* tree)
begin

(1) if ( tree != NULL ) then
(2) Postfix (tree->left);
(3) Postfix (tree->right);
(4) print(tree->data);

end if
end Postfix
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1.17 pav.: Aritmetinės išraiškos saugojimas dvejetainiame medyje

1.6 pavyzdys. Aritmetinės išraiškos įvairios formos. Aritmetinė išraiška
(a − b ∗ c)(d ∗ e + f) saugoma dvejetainiame medyje, kuris pavaizduotas 1.17 pa-
veiksle. Tada, naudodami Prefix, Infix ir Postfix algoritmus, gauname tokias šios
išraiškos formas:

a) prefix: ∗ − a ∗ bc+ ∗def ,
b) infix: a− b ∗ c ∗ d ∗ e+ f ,
c) postfix: abc ∗ −de ∗ f + ∗.

1.7 pavyzdys. Infix aritmetinės išraiškos užrašymas dvejetainiame me-
dyje. Nagrinėkime aritmetinę išraišką (a − b ∗ c) ∗ (d + e/f). Ją užrašome
dvejetainiame medyje, kuris pateiktas 1.18 paveiksle.
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1.18 pav.: Aritmetinė išraiška (a− b ∗ c) ∗ (d+ e/f)

Pritaikę šiuos algoritmus 1.7 pavyzdžio medžiui, atspausdiname aritmetinės išraiškos
(a− b ∗ c) ∗ (d+ e/f) tris skirtingas užrašymo formas:

• Prefix forma: ∗ − a ∗ bc+ d/ef ,

• Infix forma: a− b ∗ c ∗ d+ e/f ,

• Postfix forma: abc ∗ −def/+ ∗.

1.4.1 Medžio veiksmai

Ir šiai duomenų struktūrai turime apibrėžti pagrindinius veiksmus:

• sukurti tuščią medį;

• perkelti duomenis iš rinkmenos į medį;

• įterpti ar pašalinti elementą;

• aplankyti medžio viršūnes, rasti reikiamą viršūnę.
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1.19 pav.: a) Atskiras medžio elementas, b) dvejetainis medis

Pirmiausia apibrėžiame vieną atskirą elementą (angl. node), kurį sudaro informacinė
dalis T (ją patogu realizuoti įrašo duomenų struktūra) ir dvi rodyklės, rodančios į kitą
elementą (žr. 1.19 a pav.):

struct node{
T data;
node* left;
node* right;

}

Sujungdami šiuos elementus, sudarome dvejetainį medį (žr. 1.19 b pav.)

1.4.2 Dvejetainis paieškos medis

Dvejetainiai medžiai labai dažnai naudojami informacijai saugoti, rūšiuoti ir ieškoti.
Sprendžiant šiuos uždavinius, svarbūs yra paieškos medžiai (angl. binary search tree).
Tokio medžio kiekvienoje viršūnėje esantis elementas yra didesnis už kairiojo pomedžio
elementus ir nedidesnis už dešiniojo pomedžio elementus.

Dažniausiai elementus rūšiuojame pagal įrašo specialaus lauko data.key reikšmes.
Dvejetainio paieškos medžio pavyzdys pateiktas 1.20 a paveiksle.
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1.20 pav.: Dvejetainiai paieškos medžiai: a) medžio pavyzdys, b) viršūnės, kurioje
saugomas skaičius 7, paieškos kelias

Tada nesunku patikrinti, ar medyje yra saugoma reikalinga informacija. Paieškos
algoritmas yra panašus į rekursinius algoritmus, tačiau jam realizuoti rekursijos nereikia,
nes visada pasirenkamas tik vienas iš dviejų pomedžių. Jei tokio elemento medyje nėra,
tai procedūra grąžina nuorodą į tuščią viršūnę (NULL nuorodą).

Viršūnės paieškos algoritmas

node* find (node* tree, T inf)
begin
(1) while ( tree != NULL && tree->data != inf ) do
(2) if ( tree->data < inf ) then
(3) tree = tree->right;

else
(4) tree = tree->left;

end if
end do

(5) return tree;
end find

1.20 b paveiksle parodyta, kaip ieškome viršūnės, kurioje saugomas skaičius 7.

Naujos viršūnės įterpimas. Naujoji viršūnė turi būti įterpta taip, kad, ir atlikus
šį veiksmą, medis išliktų paieškos medžiu. Kadangi kol kas nebandome kontroliuoti
medžio aukščio, tai įterpimo algoritme surandame atitinkamą medžio šaką ir sukuriame
naują viršūnę-lapą. Jei pradinis medis yra tuščias, tai ši viršūnė tampa jo šaknimi.
Pastebėsime, kad algoritme vėl nereikia naudoti rekursijos.

Viršūnės įterpimas į medį

insert (node* tree, node* v)
begin

(1) while ( tree != NULL ) do
(2) if ( v->data < tree->data ) then
(3) tree = tree->left;

else
(4) tree = tree->right;

end if
end do

(5) tree = v;
(6) v->left = NULL;
(7) v->right = NULL;

end insert;

1.8 pavyzdys. Dvejetainio paieškos medžio sudarymas. Rinkmenoje F
saugome skaičius:

8, 11, 9, 3, 1, 14, 6, 12, 10, 7, 13, 15 .

Perkelsime juos į dvejetainį paieškos medį, pavaizduotą 1.21 paveiksle.
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1.21 pav.: Dvejetainis paieškos medis
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1.22 pav.: Viršūnės šalinimas iš paieškos medžio: a) dvejetainis paieškos medis, b) pa-
šalinta 1 viršūnė, c) pašalinta 6 viršūnė, d) pašalinta 11 viršūnė

Viršūnės šalinimas. Pašalinti viršūnę iš paieškos medžio yra daug sudėtingiau nei
iš tiesinių duomenų struktūrų. Reikia garantuoti, kad ir atlikus šį veiksmą turėsime
dvejetainį medį, o jo viršūnės bus išdėstytos taip, kad liks išpildyta pieškos medžio
sąlyga.

Sudarysime procedūrą, kuri patikrina, ar medyje (jo šaknis v) yra viršūnė, kurios
informacinė dalis lygi a, jei tokia viršūnė egzistuoja, tai ji šalinama iš medžio.

Viršūnės šalinimo algoritmas

deleteNode (node* v, T a)
begin

(1) node* p, q;
(2) v = find(v, a);
(3) if ( v != NULL ) then // Elementas medyje surastas
(4) q = v;
(5) if ( v->left == NULL ) then // Ne daugiau kaip vienas vaikas
(6) v = v->right;

else
(7) if ( v->right == NULL ) then // Tik kairysis vaikas
(8) v = v->left;

else // v turi du vaikus
// Randame gretimą elementą

(9) p = v->right;
(10) while ( p->left != NULL ) p = p->left;
(11) v = p; p = p->right;
(12) v->left = q->left;
(13) v->right = q->right;

end if
end if

(14) delete q;
end if

end deleteNode

Išskirsime tris viršūnės šalinimo atvejus.

• Jei iš medžio šaliname viršūnę-lapą, tai jos tėvo atitinkamai rodyklei priskiriame
nuorodą NULL, viršūnę atkabiname ir ją sunaikiname (taip šaliname 1.22 paveiksle
pavaizduoto medžio 1 viršūnę).

• Jei šaliname viršūnę, kuri turi tik vieną vaiką, tai viršūnės tėvo nuorodą nukreipiame
į vaiką, o pačią viršūnę sunaikiname (taip šaliname 1.22 paveiksle pavaizduoto
medžio 6 viršūnę).

• Jei šaliname viršūnę v, kuri turi abu vaikus, tai procedūra yra sudėtingesnė.
Naudodami infix viršūnių apėjimo algoritmą, randame gretimą iš dešinės pusės
viršūnę v′. Tarkime, kad 1.22 paveikslo medyje norime pašalinti 11 viršūnę. Tada
gretima jai viršūnė yra 12 (ši viršūnė neturi kairiojo pomedžio vaiko). Rodyklę,
kuri rodė į v, nukreipiame į viršūnę v′, o rodyklę, kuri rodė į v′, nukreipiame į
v′− > right pomedį. Viršūnės v′ kairiuoju ir dešiniuoju pomedžiais tampa viršūnės
v atitinkami pomedžiai. Užuot keitę paskutines dvi rodykles, galime kopijuoti
viršūnės v′ informacinę dalį į viršūnę v bei šalinti v′.

1.4.3 Paieškos algoritmo sudėtingumas

Šiame poskyryje ištirsime sukonstruoto paieškos medžio savybes. Mus domina
klausimas – kiek užtruks informacijos paieška tokioje duomenų struktūroje. Bazine
algoritmo operacija laikome dviejų raktų palyginimą. Jei raktas yra skaičius, tai lyginame
pagal aritmetikos taisykles, jei raktas yra tekstinė konstanta, tai naudojame abėcėlės
tvarką.

Elemento paieškos sudėtingumas priklauso nuo dvejetainio medžio aukščio. Tarkime,
medyje yra N viršūnių, ir visi N skaičių yra vienodai dažnai tikrinami.

Analizuoti pradėsime nuo idealiai subalansuoto paieškos medžio. Tokį medį gauname,
kai turime surūšiuotus duomenis ir juos perkeliame į dvejetainį paieškos medį. Idealiai
subalansuotų medžių pavyzdžiai pateikti 1.23 paveiksle. Taip saugoma informacija
žodynuose ir enciklopedijose. Tarkime, enciklopediją sudaro trisdešimt du tomai, tada
paieškos medžio šaknis yra septynioliktasis tomas, kairįjį jo pomedį sudaro enciklopedijos
pirmieji šešiolika tomų, o dešinįjį – tomai, kurių numeriai yra nuo aštuoniolikto iki
trisdešimt antro.
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1.23 pav.: Duomenų saugojimas idealiai subalansuotame dvejetainiame paieškos medyje:
a) skaičių aibė {3, 5, 7, 8, 9, 10}, b) raidžių aibė {a, b, c, d, e, f, g}

Nagrinėkime nepalankiausią atvejį, kai N = 2n, tada idealiai subalansuoto medžio
aukštis h = n ir tik viena viršūnė yra šiame lygmenyje. Taigi, vykdant paiešką, gali
tekti atlikti

Wb = logN + 1

raktų lyginimo veiksmų.
Labai dažnai svarbu žinoti vidutinį (tikėtinąjį) paieškos algoritmo sudėtingumą, kai

vienodai dažnai tikrinami visi N elementai. Dabar nepalankiausias yra atvejis, kai N =
2n− 1, tada idealiai subalansuoto medžio aukštis yra h = n− 1. Tokiame medyje pilnai
užpildyti visi jo lygmenys. Nesunkiai gauname paieškos algoritmo vidutinio sudėtingumo
įvertį

Wv =
1

N

n∑
i=1

2n−i(n− i+ 1).

Nagrinėkime sumą:

f(x) = x+ x2 + · · ·+ xn =
x(xn − 1)

x− 1
.

Išdiferencijavę šią lygybę, gauname:

f ′(x) = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 =
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(x− 1)2
.

Imkime x = 2, tada apskaičiuojame Wv reikšmę

Wv =
(n− 1)2n + 1

N
=

(n+ 1)N + n

N
= logN +O(1).

Taigi, atliekant paiešką, idealiai subalansuotame medyje, algoritmo sudėtingumas tiek
vidutiniu, tiek blogiausiu atveju yra W = logN +O(1).

Tačiau, norėdami sukonstruoti idealiai subalansuotą medį, pradžioje turime surū-
šiuoti duomenis, o tai daug sudėtingesnis uždavinys. Tokią pagalbinę operaciją tikslinga
atlikti tik tada, kai duomenys ilgai nekinta ir juos daug kartų naudojame paieškos metu
(pvz., žodynuose). Jeigu duomenų bazę dažnai tenka papildyti naujais įrašais ir šalinti
kai kuriuos senus įrašus, naudojame paprastenį dvejetainį paieškos medį, kuriame šios
operacijos atliekamos labai efektyviai.

Tačiau nepalankiausiu atveju dvejetainis medis išsigimsta į tiesinį sąrašą. Taip
bus, kai duomenis skaitome iš rinkmenos rakto didėjimo ar mažėjimo tvarka. Tokia-
me paieškos medyje vidutinis paieškos algoritmo sudėtingumas yra

Wv =
1

N

N∑
i=1

i =
(N + 1)

2
=
N

2
+O(1) .

Tačiau iš viso galime sudaryti N ! skirtingų paieškos medžių. Tai milžiniškas skaičius,
net kai turime nedaug elementų, pvz., N = 20, nes remiantis Stirlingo formule

20! >
√
40π

(
20

e

)20

> 2 · 1018 .

Jeigu per vieną sekundę sudarytume vieną miliardą paieškos medžių, tai darbą pabaig-
tume tik po septyniasdešimt septynerių metų. Padidinus elementų skaičių dar vienu,
jau neužtektų ir pusantro tūkstančio metų. Atlikdami tokių algoritmų teorinę analizę
ir parodome teorinių įverčių naudą, nes jie leidžia įvertinti algoritmų sudėtingumą,
atrodytų, beviltiškose situacijose.

Pažymėkime aN paieškos algoritmo vidutinį sudėtingumą, kai nagrinėjame visus
galimus paieškos medžius ir kai vienodai dažnai tikrinami visi N medžio elementai.
Tarkime, kad elementai numeruojami jų didėjimo tvarka. Elementas i bus tokio medžio
šaknimi su tikimybe 1

N
. Pažymėkime a(i)N paieškos algoritmo vidutinį sudėtingumą, kai

medžio šaknyje yra i-tasis elementas, tada

aN =
1

N

N∑
i=1

a
(i)
N .

Kadangi tai dvejetainis paieškos medis, tai žinome, kad kairiajame jo pomedyje bus
(i− 1) elementas, o dešiniajame – (N − i) elementų. Atsižvelgę į tai, kad

• (i− 1) kairiojo pomedžio viršūnės paieškos vidutinis ilgis lygus (ai−1 + 1),

• šaknies i paieškos ilgis lygus 1,

• (N − i) dešiniojo pomedžio viršūnių paieškos vidutinis ilgis (aN−i + 1),

gauname lygybę

a
(i)
N =

(
ai−1 + 1

) i− 1

N
+

1

N
+
(
aN−i + 1

)N − i
N

.

Tada paieškos algoritmo vidutinis sudėtingumas tekina lygtį

aN = 1 +
1

N2

N∑
i=1

[
(i− 1)ai−1 + (N − i)aN−i

]
= 1 +

2

N2

N∑
i=1

(i− 1)ai−1 .

Pakeitę sumavimo indeksą j = i− 1, gauname lygtį

aN = 1 +
2

N2

N−1∑
j=1

j aj . (1.1)

Šioje lygtyje rekurentinis sąryšis sieja visus N nežinomųjų. Parodysime, kad galime
pertvarkyti lygtį taip, kad ji apibrėžtų tik dviejų gretimų nežinomųjų sąryšį. Užrašykime
pagrindinę lygtį ir nežinomajam aN−1:

aN−1 = 1 +
2

(N − 1)2

N−2∑
j=1

j aj .

Padauginę šią lygtį iš (N − 1)2

N2
ir atėmę iš (1.1) lygties, gauname tiesinę lygtį

aN =
1

N2

(
(N2 − 1)aN−1 + 2N − 1

)
(1.2)

ir pradinę sąlygą a1 = 1.
Dabar jau nesunku apskaičiuoti funkcijos aN reikšmę net ir labai dideliems N . Tam

užtenka atlikti O(N) veiksmų. Tačiau šio uždavinio sprendinį galime rasti ir analiziniu
būdu. Apibrėžkime harmoninės eilutės dalinės sumos funkciją

HN = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

N
.

Tada nesunku patikrinti, kad (1.2) lygties sprendinys yra

aN = 2
N + 1

N
HN − 3 .

Atsižvelgę į tai, kad
HN = lnN + γ +O

( 1

N2

)
,

gauname, kad paieškos algoritmo vidutinis sudėtingumas yra

aN = 2 lnN +O(1) .

Priminsime, kad idealiai subalansuoto paieškos medžio atveju Wv = logN . Kadangi

2 lnN

logN
= 2 ln 2 = 1.386,

tai vidutinis paieškos algoritmo sudėtingumas dvejetainiame paieškos medyje yra tik
1.386 karto didesnis nei idealiai subalansuotame medyje. Tačiau paieškos medyje galime
labai taupiai įterpti naujas ir pašalinti nereikalingas viršūnes.

1.5 Sudėtingesni dvejetainiai medžiai
Šiame poskyryje nagrinėsime sudėtingesnius dvejetainius medžius. Pagrindinis

dvejetainio paieškos medžio trūkumas yra tas, kad blogiausiu atveju jis gali virsti tiesiniu
sąrašu. Tada duomenų įterpimo, šalinimo ir paieškos veiksmai tampa labai neefektyvūs,
jų sudėtingumas yra proporcingas medžio viršūnių skaičiui. Šią problemą spręsime,
naudodami AVL medžius ir piramidės duomenų struktūras.

1.5.1 AVL paieškos medis

Tai iš dalies subalansuotas dvejetainis paieškos medis, kurio bet kurios viršūnės
kairiojo ir dešiniojo pomedžių aukščiai skiriasi ne daugiau nei vienetu. Jis vadinamas
AVL medžiu pagal jį sukūrusių matematikų G. Adelson-Velskio ir E. Landi pavardes [2].
Parodysime, kad šiame medyje elemento paieškos, naujos viršūnės įterpimo ar pašalinimo
sudėtingumas yra tikO(logN) veiksmų. Tokių medžių pavyzdžiai yra pateikti 1.24 paveiksle,
prie kiekvienos viršūnės nurodytas jos subalansuotumo faktorius.

Šis faktorius gali būti lygus −1, 0 arba 1. Reikšmė −1 yra suteikiama tada, kai
kairiojo pomedžio aukštis didesnis vienetu už dešiniojo pomedžio aukštį, ji lygi 0, kai
pomedžiai yra subalansuoti, ir lygi 1, kai dešiniojo pomedžio aukštis yra vienetu didesnis
už kairiojo pomedžio aukštį. Jeigu, įterpus ar pašalinus naują viršūnę, šis faktorius
tampa lygus −2 arba 2, tada papildomai balansuojame dvejetainį medį.
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1.24 pav.: Dvejetainiai paieškos medžiai: a) AVL medis, b) tai nėra AVL medis, nes 17
viršūnės kairiojo pomedžio aukštis yra lygus 2, o dešiniojo pomedžio aukštis yra 0, taigi
jų skirtumas yra (−2)

Realizuodami AVL medį, modifikuojame dvejetainio medžio elementą, jame papil-
domai saugome informaciją apie viršūnės subalansuotumo faktorių:

struct nodeAVL{
T data;
node* left;
node* right;
int balance;

}

Paieškos algoritmo sudėtingumas

Įvertinsime paieškos algoritmo AVL medyje sudėtingumą. Tarkime, kad saugome
N elementų. Geriausiu atveju AVL medis sutampa su idealiai subalansuotu dvejetainiu
paieškos medžiu, tokiame medyje paieškos sudėtingumas logN . Aišku, kad AVL medžio
aukštis yra ne didesnis už nesubalansuoto dvejetainio paieškos medžio aukštį, todėl
vidutinis paieškos sudėtingumas yra O(logN).

Nagrinėkime blogiausiojo atvejo AVL medžio aukštį, kurį žymėsime hb(N). Kadangi
AVL medžio aukštis yra nemažesnis už visiškai subalansuoto medžio aukštį, tai teisingas
įvertis

hb(N) ≥ logN .

Labiausiai išbalansuoto AVL medžio kiekvienos viršūnės kairiojo (arba dešiniojo) pomedžio
aukštis yra vienetu didesnis už dešiniojo (atitinkamai kairiojo) pomedžio aukštį. Tokio
medžio Th schema ir AVL medžio pavyzdys yra pateikti 1.25 paveiksle.
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1.25 pav.: Maksimaliai išbalansuotas AVL paieškos medis: a) bendroji medžio schema,
b) AVL medžio pavyzdys, kai kairiojo pomedžio aukštis visada didesnis už dešiniojo
pomedžio aukštį

Pažymėkime Nh labiausiai išbalansuoto AVL medžio viršūnių skaičių. Iš pateiktosios
medžio schemos gauname lygtį

Nh = Nh−1 +Nh−2 + 1 .

Tokios lygties sprendinys bus vienintelis, kai papildomai suformuluosime dvi pradines
sąlygas. Jas gauname iš AVL medžio apibrėžimo:

N0 = 0, N1 = 1 .

Gavome tiesinę nehomogeninę antrosios eilės skirtumų lygtį. Ją sprendžiame pana-
šiai kaip ir tiesines diferencialines lygtis su pastoviais koeficientais. Pažymėkime naują
funkciją Mh = Nh + 1, ji yra tokio uždavinio sprendinys:Mh =Mh−1 +Mh−2, h > 1,

M0 = 1, M1 = 2 .

Ieškosime atskirojo lygties sprendinio Mh = qh, kurį įrašę į skirtumų lygtį gauname
charakteringąją lygtį

q2 − q − 1 = 0 .

Ji turi du sprendinius

q1 =
1 +
√
5

2
, q2 =

1−
√
5

2
.

Tada bendrasis skirtumų lygties sprendinys yra

Mh = c1q
h
1 + c2q

h
2 .

Naudodami pradines sąlygas, randame tikslų AVL medžio viršūnių skaičių

Nh =
3
√
5 + 5

2
qh1 −

3
√
5 + 3

2
qh2 − 1.

Kadangi q1 > 1, o |q2| < 0, 619, tai dideliems h yra teisinga tokia lygybė:

Nh ≈
3
√
5 + 5

2
qh1 ,

todėl AVL medžio aukščio priklausomybę nuo viršūnių skaičiaus įvertiname nelygybe

hb(N) ≤ logN + 1

log q1
= 1, 4404 logN .

Taigi net ir labiausiai nesubalansuoto AVL paieškos medžio aukštis tik 1, 44 karto didesnis
už visiškai subalansuoto medžio aukštį. Todėl duomenų paieška AVL medyje yra labai
efektyvi.

Ankstesniame skirsnyje įrodėme, kad vidutinis paieškos algoritmo sudėtingumas dvejetainiame
paieškos medyje yra 1, 386 logN . Paieškos algoritmo AVL medyje vidutinio sudėtingumo
teorinis įvertis nėra žinomas, tačiau išsamūs skaičiavimo eksperimentai rodo, kad jis
lygus logN + 1

4 , taigi labai artimas paieškos sudėtingumui visiškai subalansuotame
medyje.

Duomenų įterpimas į AVL medį

Aišku, kad AVL medis tiks duomenims saugoti ir informacijai ieškoti tik tada, jei
mokėsime taupiai įterpti naujas ir pašalinti nereikalingas viršūnes.

Nagrinėkime duomenų įterpimo algoritmą. Kadangi AVL yra ir paieškos medis, tai
iš pradžių naują viršūnę įterpiame naudodami dvejetainio paieškos medžio algoritmą.
Pradėję nuo medžio šaknies, naują elementą lyginame su kairiojo ar dešiniojo pomedžio
vaikais tol, kol nusileidžiame iki medžio žemiausio lygio ir sukūriame naują viršūnę (t.
y. medžio lapą).
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1.26 pav.: AVL paieškos medžio balansavimas atliekant viengubą pasukimą: a) AVL
medis įterpus naują viršūnę, b) subalansuotas medis, atlikus viengubą pasukimą į kairę,
c) AVL medis įterpus naują viršūnę 2, d) medis, atlikus viengubą pasukimą į dešinę

Pažymėkime viršūnės, į kurios pomedį įterpėme naują elementą, kairiojo ir dešiniojo
pomedžių aukščius atitinkamai hL ir hR. Tarkime, kad viršūnę įterpėme į kairįjį pomedį,
tada po įterpimo jo aukštis padidėja vienetu. Išskirsime tris atvejus:

1. Iki įterpimo galiojo lygybė hL = hR, tada, įterpus naują viršūnę, pomedžių aukščiai
skiriasi hL = hR+1, bet AVL medžio subalansuotumo savybė vis dar yra tenkinama.

2. Iki įterpimo kairiojo pomedžio aukštis buvo mažesnis hL = hR − 1, tada, įterpę
naują viršūnę, turime, kad hL = hR, taigi abiejų pomedžių aukščiai tapo vienodi.

3. Iki įterpimo galiojo lygybė hL = hR + 1, tada po naujos viršūnės įterpimo hL =
hR + 2, taigi pažeista AVL medžio subalansuotumo savybė. Tada paieškos medį
reikia papildomai pertvarkyti ir jį subalansuoti.

Pateiksime du pomedžių balansavimo algoritmus. Pirmąjį algoritmą naudojame
tada, kai naująją viršūnę įterpiame į kraštinį pomedį. Tokio atvejo schema pavaizduota
1.26 a paveiksle. Tada medį balansuojame atliekdami viengubą pasukimą į kairę (žr.
1.26 b paveikslą) arba dešinę (žr. 1.26 c, d paveikslus).
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1.27 pav.: AVL paieškos medžio balansavimas dvigubu pasukimu: a) pradinis medis,
b) AVL medis, įterpus naują viršūnę, c) medis, atlikus pirmą viengubą pasukimą, d)
AVL medis, atlikus antrą viengubą pasukimą

Antrąjį algoritmą naudojame tada, kai naująją viršūnę įterpiame į vidinį pome-
dį. Tokio atvejo schema pavaizduota 1.27 a, b paveiksluose. Tada medį balansuojame
atlikdami dvigubą pasukimą: iš pradžių vieną kartą į kairę, o paskui į dešinę, arba
atvirkščiai (žr. 1.27 c, d paveikslus).

AVL medžio balansavimas dvigubu pasukimu pavaizduotas 1.28 paveiksle.
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1.28 pav.: Paieškos medžio balansavimas dvigubu pasukimu: a) pradinis medis, b) AVL
medis po naujos viršūnės 7 įterpimo, c) medis, atlikus pirmą viengubą pasukimą, d) AVL
medis, atlikus antrą viengubą pasukimą

Aptarsime svarbiausius duomenų įterpimo į AVL medį algoritmo žingsnius. Pradinis
naujos viršūnės įterpimas atliekamas taip pat, kaip ir paprastame dvejetainiame paieškos
medyje, tik dėkle įsimename visą kelią nuo medžio šaknies iki lapo. Po viršūnės įterpimo
šia AVL medžio šaka vėl einame visą kelią tik dabar jau atvirkštine tvarka (prisiminkite
dėklo LIFO eiliškumo tvarką):

• Nagrinėjamos viršūnės balansavimo faktorius lygus 0, tada jis keičiamas į (−1)
arba 1, atsižvelgiant į tai, kuria medžio briauna į ją ateiname. Taip einame į viršų
tol, kol pasiekiame medžio šaknį.

• Nagrinėjamos viršūnės balansavimo faktorius yra lygus -1 arba 1.

– Jei į ją ateiname iš trumpesniojo pomedžio, tai viršūnės balansavimo faktorius
tampa 0, ir procedūrą baigiame.

– Jei į viršūnę ateiname iš ilgesniojo pomedžio, tai atliekame balansavimo veiksmą:
a) viengubą pasukimą, kai du paskutiniai žingsniai buvo atlikti ta pačia

kryptimi,
b) dvigubą pasukimą, kai šios kryptys keitėsi.

Kadangi po balansavimo veiksmo kritinio pomedžio aukštis yra toks pat, kaip
ir iki naujos viršūnės įterpimo, tai procedūrą baigiame.

Viršūnės šalinimas iš AVL medžio

Viršūnę pašaliname naudodami atitinkamą dvejetainio paieškos medžio algoritmą.
Priminsime, kad nesudėtinga pašalinti viršūnę, neturinčią vaikų ar turinčią tik vieną
vaiką. Jei šaliname viršūnę, turinčią abu vaikus, tai ją pakeičiame kairiojo pomedžio
labiausiai į dešinę pusę nutolusia viršūne arba dešiniojo pomedžio labiausiai į kairę pusę
nutolusia viršūne (prisiminkite medžio viršūnių apėjimo algoritmus).

Po to patikriname, ar nepasikeitė likusių viršūnių balansavimo faktorius ir, jei reikia,
papildomai atliekame balansavimo procedūrą. Vėl naudojame viengubą arba dvigubą
pasukimus. Atkreipiame skaitytojų dėmesį į tai, kad viršūnės balansavimo faktorius gali
pasikeisti ne tik pašalinus kurio nors jos pomedžio viršūnę, bet ir atlikus balansavimo
veiksmą.
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1.29 pav.: Viršūnių šalinimas iš AVL medžio: a) pradinis medis, b) pašalinta 10 viršūnė
be balansavimo

1.9 pavyzdys. Viršūnių šalinimas ir AVL medžio balansavimas. Im-
kime AVL medį, kuris pavaizduotas 1.29 a paveiksle ir pašalinkime 10 viršūnę.
Tai atlikti labai paprasta, nes šaliname viršūnę – lapą. Tačiau tada pasikeičia 12
viršūnės balansavimo faktorius (žr. 1.29 b paveikslą), ir tenka medį balansuoti
viengubu pasukimu į kairę (žr. 1.30 a paveikslą). Iš gautojo medžio pašalinkime 7
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1.30 pav.: 7 ir 9 viršūnių šalinimo eiga: a) AVL paieškos medis, b) paieškos medis po
7 viršūnės pašalinimo, c) AVL medis po balansavimo žingsnio, d) paieškos medis po 9
viršūnės pašalinimo

viršūnę, kuri irgi yra lapas. Po šio veiksmo 6 viršūnės balansavimo faktorius lygus
(−2), todėl medį balansuojame atlikdami viengubą pasukimą į dešinę (žr. 1.30 b,
c paveikslus).

Dabar pašalinkime 9 viršūnę. Vietoj jos talpiname 12 viršūnę, kuri yra dešiniojo
pomedžio labiausiai į kairę pusę nutolusi viršūnė. Gautasis medis yra subalansuotas
(žr. 1.30 d paveikslą). Toliau šaliname 14 viršūnę. Kadangi ji turi tik vieną vaiką,
tai ši operacija yra nesudėtinga, bet pasikeičia 12 viršūnės balansavimo faktorius,
jis tampa lygiu (-2) (žr. 1.31 a paveikslą). Šį kartą tenka atlikti dvigubą pasukimą,
ir vėl gauname subalansuotą AVL medį, kuris pavaizduotas 1.31 b paveiksle.
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1.31 pav.: 14 viršūnės šalinimo eiga: a) paieškos medis pašalinus viršūnę, b) AVL medis
po balansavimo žingsnio

Nagrinėdami viršūnių įterpimo į AVL medį algoritmus, įsitikinome, kad, įterpus
viršūnę, balansavimo veiksmą reikia atlikti ne daugiau kaip vieną kartą po kiekvienos
viršūnės įterpimo. Pašalinus viršūnę, balansavimo faktorius gali pasikeisti ne tik po šio
veiksmo, bet ir po balansavimo operacijos. Todėl blogiausiu atveju gali tekti balansuoti
net logN viršūnių. Tačiau išsamūs skaičiavimo eksperimentai rodo, kad vidutiniškai
vienas balansavimas atliekamas tik pašalinus penkias viršūnes.

1.10 pavyzdys. Viršūnių šalinimas iš Fibonačio medžio. Jau matėme, kad
AVL medžio aukštis yra didžiausias, kai jo pomedžių aukščiai sudaro Fibonačio
seką. Tai labiausiai išbalansuoti AVL medžiai, juos vadiname Fibonačio medžiais.
Pasirodo, kad nepalankiausias viršūnių šalinimo atvejis irgi gaunamas, kai iš Fibonačio
medžio šaliname labiausiai į dešinę pusę nutolusią viršūnę.

Imkime AVL medį, kuris pavaizduotas 1.32 a paveiksle, ir pašalinkime 17
viršūnę (tai ir yra kritinė Fibonačio medžio viršūnė). Tada 14 viršūnės balansavimo
faktorius tampa lygiu (−2), todėl atliekame viengubą pasukimą į dešinę (žr. 1.32
c paveikslą). Po šio žingsnio kritine tampa 10 viršūnė ir vėl atliekame balansavimo
žingsnį. Gautasis medis pavaizduotas 1.32 d paveiksle.
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1.32 pav.: Viršūnių šalinimas iš Fibonačio medžio: a) pradinis AVL medis, b) medis po
17 viršūnės pašalinimo, c) AVL medis po 14 viršūnės balansavimo, d) AVL medis po 10
viršūnės balansavimo
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1.5.2 Piramidė

Šiame poskyryje susipažinsime su dar vienu dvejetainiu medžiu – piramide arba
krūva (angl. heap ) [1, 28, 41]. Jai būdingos šios dvi pagrindinės savybės:

1. Piramidė yra pilnas, subalansuotas medis: pirmiausia užpildoma medžio šaknis,
paskui pirmojo lygmens viršūnės, antrojo lygmens viršūnės ir t. t. Kiekvieną
lygmenį užpildome iš kairės į dešinę.

2. Medis yra sutvarkytas taip, kad kiekvienos viršūnės vaikai yra nedidesni už pačią
viršūnę.

Iš antrosios savybės nesunkiai seka išvada, kad piramidės šakninėje viršūnėje saugomas
didžiausiasis aibės elementas. Piramidės pavyzdys pavaizduotas 1.33 a paveiksle.
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1.33 pav.: Piramidės pavyzdys: a) dvejetainis medis, b) masyvas

Piramidės atvaizdavimas. Kadangi piramidė yra pilnas dvejetainis medis, tai jos
viršūnes labai patogu saugoti masyve. Tada i-tosios viršūnės ai vaikai yra masyvo
elementai a2i, a2i+1. Lengvai randame kiekvienos piramidės viršūnės ai tėvą: ši viršūnė
saugoma j = bi/2c-ajame masyvo elemente aj . 1.33 b paveiksle pavaizduota piramidė-masyvas.

Piramidės formavimas. Tarkime, turime duomenis e1, e2, . . . , eN , iš kurių reikia
sudaryti piramidės struktūrą. Šiuos elementus paeiliui talpiname į A masyvą. Tada visos
dvejetainio medžio viršūnės – lapai jau yra sutvarkyti. Piramidės lapų indeksai kinta nuo
(N2 +1) ikiN . Paskui paeiliui imame viršūnes N

2 , . . . , 1 ir rekursyviai tikriname piramidės
sutvarkymo sąlygą. Jei ji pažeista, sukeičiame vietomis šią viršūnę su didžiausiu jos
vaiku.

Piramidės formavimo algoritmas

MakeHeap ()
begin

(1) for ( i=1; i 6 N; i++ ) do
(2) ai = ei;

end do
(3) j = N

2 ;
(4) for ( i=j; i > 0; i –= 1 ) do
(5) HeapDownOrder ( i, N );

end do
end MakeHeap

Pateiksime piramidės elementų sutvarkymo algoritmą.

HeapDownOrder ( p, N )
begin

(1) i=p; j = i+i;
(2) while ( j 6 N ) do
(3) k = j;
(4) if

(
(j+1) 6 N

)
then

(5) if ( aj+1 > aj ) k = j+1;
end if

(6) if ( ai < ak ) then
(7) swap (ai, ak);
(8) i = k; j= i+i;
(9) else
(10) j = N+1;

end if
end do

end HeapDownOrder

Kadangi piramidė yra pilnas dvejetainis medis, tai jos aukštis yra nedidesnis už logN ,
todėl kiekvienos elementų tvarkymo operacijos metu įvykdome nedaugiau kaip 2 logN
elementų lyginimo veiksmų ir logN elementų sukeitimų. Taigi piramidės formavimo
algoritmo sudėtingumas yra

L(N) = N logN, S(N) =
1

2
N logN .

1.11 pavyzdys. Skaičių masyvo pertvarkymas į piramidės struktūrą. Iš
skaičių masyvo A = (10, 37, 18, 13, 22, 14, 25, 10, 12, 28) suformuosime piramidę.
Formavimo eiga pavaizduota 1.34 paveiksle.

10 37 18 13 22 14 25 8 12 28

10 37 18 13 22 14 25 8 12 28

10 37 18 13 28 14 25 8 12 22

10 37 18 13 28 14 25 8 12 22

10 37 25 13 28 14 18 8 12 22

10 37 25 13 28 14 18 8 12 22

37 28 25 13 22 14 18 8 12 10

1.34 pav.: Skaičių masyvo pertvarkymas į piramidės struktūrą. Pusjuodžiu šriftu
pavaizduoti jau sutvarkyti elementai, pilka spalva pažymėti tie elementai, kurie buvo
sukeisti vietomis, vykdant eilinį piramidės formavimo žingsnį

1.5.3 B medžiai

Iki šiol nagrinėjome tik dvejetainius medžius, kurių kiekviena viršūnė galėjo turėti ne
daugiau kaip dvi šakas. Siekiant, kad paieška duomenų bazėse ir informacinėse sistemose
būtų greitesnė, naudojami daugiašakiai medžiai, kurių viršūnės gali turėti daugiau negu
dvi šakas. Naujos duomenų struktūros skirtos labai didelėms duomenų bazėms sudaryti,
kai informacija saugoma išorinėse laikmenose, o pagrindinis paieškos laikas sugaištamas
kopijuojant informaciją iš lėtosios kompiuterio atminties į greitąją vidinę atmintį.

Tokiems medžiams sudaromi specialūs jų formavimo, viršūnių įterpimo ir jų šalinimo
algoritmai. Čia tenka ieškoti kompromiso tarp paieškos algoritmo greičio ir duomenų
struktūros palaikymo efektyvumo.

Labai populiarią daugiašakių medžių klasę pasiūlė Bajeras (Bayer) ir Makreitas
(McCreight). Ji vadinama B medžiu [7, 44]. Visos B medžio viršūnės yra dalijamos į
dalinius medžius, vadinamus puslapiais. Puslapiai sudaromi remiantis šiais reikalavimais:

• Kiekvienas puslapis, išskyrus šakninį, turi nuo n iki 2n viršūnių, o skaičius n yra
vadinamas medžio eile. Medžio šaknyje gali būti ir mažiau nei n elementų.

• Puslapis yra arba lapas, arba turi (m+1) vaiką, čia m puslapio elementų skaičius.
Visų lapų lygiai yra vienodi.

• Kiekviename puslapyje elementai išdėstomi didėjimo tvarka. Tada paieškai B
medyje, sudarytame iš N elementų, užtenka lognN kreipinių.

Antrosios eilės B medis pavaizduotas 1.35 paveiksle. Kiekviename jo puslapyje
saugomi 2, 3 arba 4 elementai, o visi lapai yra antrojo lygio pomedžiai.

40

10, 30 50, 60

4, 6, 7, 9 12, 18, 24 32, 38 42, 43 51, 54 63, 65, 72, 88

1.35 pav.: Antrosios eilės B medis

B medžio puslapių struktūra, elementų įterpimo, šalinimo ir informacijos paieškos
algoritmai išsamiai išdėstyti [6, 44] vadovėliuose. Todėl skaitytojams pateiksime tik
svarbiausias žinias apie tokių medžių realizavimą.

Elemento paieška. Nagrinėkime B medžio atskirą fragmentą: puslapįK = (k1, k2, . . . , km),
kurio elementus kj vadinsime raktais (angl. key), ir jo palikuonis, t. y. puslapius (angl.
page) P0, P1, . . . , Pm (žr. 1.36 paveikslą). Kiekvieno puslapio elementai išdėstyti didėji-

k1, k2, ... , km

P0 P1 P2 Pm...

1.36 pav.: B medžio fragmentas

mo tvarka, todėl teisingi raktų įverčiai:

k1 < k2 < . . . < km .

Svarbiausia B medžių savybė yra eiliškumas tarp puslapio K raktų ir jo palikuonių
puslapiuose saugomų elementų:

P0 < k1 < P1 < k2 < P2 < . . . < Pm−1 < km < Pm .

Todėl vykdant elemento x paiešką B medyje ir tikrinant K elementus, galimos tokios
situacijos:

• radome raktą tarp K elementų, t. y. x = kj , tada paiešką baigiame;

• teisingos nelygybės kj < x < kj+1, 1 6 j < m, tada paiešką tęsiame Pj puslapyje;

• teisinga nelygybė x < k1, tada paiešką tęsiame P0 puslapyje;

• teisinga nelygybė x > km, tada paiešką tęsiame Pm puslapyje.

Naujo elemento įterpimas. Dabar parodysime, kaip į B medį įterpiame naują elementą
x. Tarkime, kad, vykdydami paieškos algoritmą, nusileidome iki lapo P ir įsitikinome,
kad tokio elemento nėra tarp medžio B viršūnių.

1. Jeigu puslapio P elementų skaičius m yra mažesnis už 2n, tai x įterpiame tarp
P elementų (priminsime, kad kiekvieno puslapio elementai saugomi jų didėjimo
tvarka). Kitų B medžio puslapių modifikuoti nereikia, o medžio aukštis taip pat
nepasikeičia.

2. Jeigu puslapis P jau pilnas, tai įterpus naują elementą jame bus (2n+1) elementas.
Tada reikia pertvarkyti B medį, pateiksime du tokius algoritmus.

Pirmajame algoritme puslapį P skaidome į du puslapius Q ir R. Visus (2n + 1)
elementus dalijame į dvi dalis po n elementų, o vidurinį elementą perkeliame vienu lygiu
aukščiau. Naujo elemento įterpimas į antros eilės B medį pavaizduotas 1.37 paveiksle.

20

4, 8 12 22, 32, 36, 40

20, 32

4, 8 12 22, 25 36, 40

a) b)

1.37 pav.: Naujo elemento 25 įterpimas į antros eilės B medį: a) pradinis medis, b) medis
po naujo elemento įterpimo

Pažymėsime, kad pakėlus elementą, gali persipildyti aukštesnio lygio puslapis, tada
reikės toliau skaidyti puslapius. Tokia situacija pavaizduota 1.38 paveiksle.

10, 20, 30, 40

2, 4, 7 11, 16, 17, 19 21, 25 32, 34, 36 41, 47

a)

20

10, 16 30, 40

2, 4, 7 11, 13 17, 19 21, 25 32, 34, 36 41, 47

b)

1.38 pav.: Naujo elemento 13 įterpimas: a) pradinis B medis, b) medis, įterpus naują
elementą

Antrajame naujo elemento įterpimo algoritme stengiamės užpildyti visus jau egzistuojančius
lapus ir tik tada kurti naujus. Jeigu, įterpus naują elementą, lapas yra perpildytas, o
greta iš kairės yra ne iki galo užpildytas lapas, tai kritinio lapo elementus pastumiame
į kairę. Pirmiausia į gretimą kairėje lapą nuleidžiame atitinkamą elementą (raktą) iš
aukštesnio lygio ir į atlaisvintą vietą aukštyn perkeliame mažiausią perpildyto lapo
elementą, paskui lapo viduje pastumiame visus elementus. Analogiškai galima perstumti
elementus į dešinę pusę, jei gretimas iš dešinės lapas yra ne iki galo užpildytas. 1.39 pa-
veiksle parodyta, kaip antruoju algoritmu į B medį įterpiamas naujas elementas (palyginkite
su 1.37 paveikslu).

20

4, 8 12 22, 32, 36, 40

22

4, 8, 12, 20 25, 32, 36, 40

a) b)

1.39 pav.: Naujo elemento 25 įterpimas į antros eilės B medį: a) pradinis medis, b)
medis, įterpus naują elementą

1.6 Užduotys
1.1. Sudarykite dvimačio masyvo atvaizduojančiąją funkciją, kai elementus saugome

stulpelių eiliškumo tvarka.

1.2. Sudarykite trimačio masyvo atvaizduojančiąją funkciją, kai elementus saugome
eilučių eiliškumo tvarka.

1.3. Realizuokite procedūrą InsertFront(node* listStart, T t), kuri į vienakrypčio
tiesinio sąrašo pradžią įterpia įrašą t.

1.4. Realizuokite dvikrypčio tiesinio sąrašo formavimo procedūrą, kai naujas elementas
įterpiamas į sąrašo pabaigą.

1.5. Realizuokite procedūrą InsertBefore(node* v, node* e), kuri į dvikryptį tiesinį
sąrašą įterpia elementą e, įrašydama jį prieš elementą v.

1.6. Realizuokite ciklinio tiesinio sąrašo formavimo procedūrą.

1.7. Aritmetinę išraišką (x∗y+z)a+ b(c+d) užrašykite postfix forma. Apskaičiuokite
jos reikšmę, kai

x = 2, y = 3, z = 1, a = 2, b = 3, c = 1, d = 1 .

1.8. Kiek briaunų turi dvejetainis medis, kurį sudaro N viršūnių?

1.9. Koks yra pilno dvejetainio medžio, turinčio N viršūnių, aukštis?

1.10. Kiek viršūnių yra labiausiai išbalansuotame AVL medyje, kurio aukštis lygus
10? Palyginkite šį skaičių su visiškai subalansuotame medyje saugomų elementų skaičiumi.

1.11. Koks yra Fibonačio medžio (labiausiai išbalansuoto AVL medžio) vidutinis
aukštis?

1.12. Iš AVL medžio, pavaizduoto 1.40 paveiksle, pašalinkite 4, 8, 6, 5 ir 2 viršūnes.

3

5

7

8

42

1

-1

-1

0

0

10

11

0

6 9

-1

1.40 pav.: AVL medis

1.13. Naudodami atsitiktinių skaičių generatorių sudarykite AVL medį, turintį
N = 1000 elementų. Paskui atsitiktine tvarka pašalinkite visas viršūnes. Kiek kartų
vidutiniškai teko atlikti balansavimo veiksmą:

a) įterpiant naujas viršūnes,
b) šalinant viršūnes?

Pakartokite šį eksperimentą kelis kartus ir suformuluokite savo išvadas.

1.14. Duotas skaičių masyvas

A = (12, 6, 14, 11, 23, 17, 5, 8, 45, 22, 4, 18, 32).

Suformuokite iš jo piramidės duomenų struktūrą, kurią saugome tame pačiame masyve.

1.15. Sudarykite C++ klasę, realizuojančią duomenų struktūrą – B medį. Suformuokite
antrosios eilės B medį, kai nauji elementai įterpiami tokia tvarka:

20, 40, 10, 30, 15, 35, 7, 26, 18, 22, 5, 42, 13, 46, 27, 8, 32, 38, 24, 45, 25.

Koks gautojo B medžio aukštis? Kaip pasikeis šis aukštis, jei naudosime trečiosios eilės
B medį?
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